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ГЛАВА 1 
 
Дифференциальное уравнение изогнутой оси балки 
 
Изогнутой осью балки, или ее упругой линией называется кривая, в ко-
торую превращается прямолинейная ось балки после приложения к ней 
внешней нагрузки. 
 
На рис 1.1 (а, б) показана консольная балка до и после приложения нагрузки 
 
 
Рис. 1.1 
 
Плоский поперечный изгиб характеризуется двумя величинами: 
 
• перемещением f центра тяжести сечения по направлению, перпендику-
лярному оси балки, которое называется прогибом; 
 
• углом   поворота сечения или равным ему углом наклона касательной  
упругой линии (рис. 1.1, б). 
 
Из курса высшей математики известно, что кривизна кривой АВ (рис. 1.2) в 
произвольной точке D может характеризоваться выражением 
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Из этой формулы следует, что при известном уравнении кривой у = f(x) 
ее кривизна в каждой точке может быть вычислена через первую и вторую 
производные от этой функции. 
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Рис. 1.2 
 
Если зависимость у = f(x) выражает закон изменения прогибов по дли-
не балки, то математическую кривизну, представленную уравнением (1.1), 
можно связать с кривизной балки, полученной при изгибе: 
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Из зависимости (1.2) видно, что кривизна балки в рассматриваемом 
сечении прямо пропорциональна изгибающему моменту и обратно про-
порциональна ее жесткости. 
Приравнивая правые части уравнений (1.1) и (1.2), имеем 
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ГЛАВА  2 
 
Метод непосредственного интегрирования  
дифференциального уравнения 
 
В главе 1 получено приближенное дифференциальное уравнение изо-
гнутой оси балки 
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Если это уравнение проинтегрировать дважды, то получим уравнение 
прогиба у = f(x). Изгибающий момент M является функцией от x, поэтому, 
интегрируя выражение (1.5), имеем 
 
CMdx
dx
dy
EI   , 
 
интегрируя вторично, получаем 
 
DCxMdxdxEIy   . 
 
Сравнение углов поворота сечений запишем как: 
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Сравнение прогибов можно представить в следующем виде: 
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Постоянные интегрирования C и D при решении конкретных задач нахо-
дятся от граничных условий на концах каждого участка балки. 
Для балок с защемленным концом прогиб и угол поворота сечения в 
заделке равны нулю, y= 0;  = 0. 
Это граничные условия для определения С  и D. 
Для двухопорных балок прогибы в левой и правой опорах равны нулю     
yA = 0;    yB  = 0. Следовательно, для таких балок это является граничным ус-
ловием для определения C и D. 
 
Пример 2.1. Для консольной балки длиной l, нагруженной сосредото-
ченной силой F, найти прогиб в точке приложения силы, а также угол     
поворота сечения, где приложена сила F (рис. 2.1). 
 
Если балки под действием внешних нагрузок имеют значительные пе-
ремещения, то дифференциальное уравнение (1.3) используется для нахо-
ждения прогибов и углов поворота сечений балок. 
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Учитывая, что современные конструкции изготовляются из железобе-
тона или металла, жесткость которых велика, а величина прогибов незна-
чительна по сравнению с длиной, уравнение (1.3) можно упростить, соста-
вив равенство: 
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Основанием для этого могут служить следующие соображения: изо-
гнутая ось балки представляет собой весьма пологую линию. Следователь-
но, a = dy / dx - величина, близкая к нулю, так как тангенс угла, образован-
ного касательной к кривой у = f(x) с осью x, и есть dy / dx. 
Сводя это допущение, получим приближенное дифференциальное уравне- 
ние изогнутой оси балки 
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По правилу знаков для изгибающих моментов, установленному ранее, 
изгибающие моменты в сечении считаются положительными, если балка 
изгибается выпуклостью вниз. Это правило согласуется с правилом знаков 
для математической кривизны. Если оси координат выбрать так, чтобы ось 
у была направлена вверх (см. рис. 1.2), то уравнение (1.4) приобретает вид 
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как для изгибающего момента знаки ставятся при этом «по правилу дождя». 
Заметим, что допускаемые значения прогибов в строительных конст-
рукциях находятся  в пределах 
 
[f / l] = 1/250 – 1/400. 
 
Для машиностроительных конструкций 
 
[f / l] = 1/1000. 
 
При этом под l подразумевается вся длина балки. 
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Рис. 2.1 
 
 
Решение 
 
Составим дифференциальное уравнение упругой линии, для чего рас-
сечем балку сечением на расстоянии x от правого конца и найдем величину 
изгибающего момента в этом сечении: М = -Fх. Тогда 
 
           .
2
2
Fx
dx
yd
EI                                                   (а) 
 
Полученное выражение интегрируем дважды: 
 
         ;2/2 CFx
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EI                                          (б) 
 
                                        EIy = -Fx 3  / 6 + Cx + D.                                            (в) 
 
Постоянные интегрирования C и D находим из граничных условий. 
 
1. При х = l в левой части уравнения (б) имеем нуль, так как в заделке угла 
поворота не будет, поэтому 
 
./FlC, C-Fl 22/0 22   
 
2. При x = l в левой части уравнения (в) имеем нуль, тогда 
 
./Fl DDlFl-Fl 3,)2/(6/0 323   
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Для определения угла поворота и прогиба сечения балки в точке A 
введем найденные постоянные интегрирования C и D в уравнения (б) и (в), 
значение х считаем равным нулю: 
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Знак минус означает несовпадение направления оси и прогиба балки. 
 
 
 
ГЛАВА 3 
 
Метод начальных параметров 
 
Метод непосредственного интегрирования, рассмотренный ранее, 
удобен при определении углов поворота   и прогибов f сечений балки, 
когда число участков балки незначительно (один-два). При интегрирова-
нии приближенного дифференциального уравнения изогнутой оси балки 
каждый участок дает две постоянных интегрирования C и D, т. е. при чис-
ле участков балки m имеем n постоянных интегрирования. 
При числе участков более двух удобнее пользоваться универсальным 
уравнением упругой линии, вывод которого приводится ниже. 
Число постоянных интегрирования можно свести к двум при любом 
количестве участков балки, если при составлении и интегрировании диф-
ференциальных уравнений соблюдать следующие правила. 
 Начало координат для рассматриваемой балки выбирается в крайних 
левой или правой точках и считается постоянным для всех участков 
балки. 
 Уравнения для изгибающих моментов составляются при рассмотре-
нии всех участков балки, в зависимости от того, где выбрано начало 
координат: слева или справа от сечения. 
 Если в каком-либо сечении балки действует сосредоточенный мо-
мент М, то он вводится в выражение изгибающего момента с сомно-
жителем (х - a) 0 , равным единице (а - расстояние от начала коорди-
нат до точки приложения сосредоточенного момента). 
 При действии на каком-либо участке балки распределенной нагрузки 
ее необходимо продолжить до конца балки и ввести точно такую же 
компенсирующую нагрузку, используя аксиому статики о присоеди-
нении или отбрасывании взаимно уравновешенных сил. 
 Интегрирование дифференциальных уравнений производить без рас-
крытия скобок. 
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Используя эти правила, составим приближенное дифференциальное 
уравнение упругой линии пятого участка балки, представленной на рис.3.1, 
проинтегрируем его дважды. Для удобства рассуждений все нагрузки, 
приложенные к балке, приняты такими, что создают положительные изги-
бающие моменты. Изгибающий момент для пятого участка равен: 
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Рис. 3.1 
 
Тогда дифференциальное уравнение примет вид 
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где  
2
)( 2dxq 
 - момент, создаваемый компенсирующей нагрузкой 
 
6
)( 3dxtg 
 - момент, создаваемый треугольной нагрузкой. 
 
     Момент от треугольной нагрузки находится следующим образом 
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     Интегрируем уравнение (3.1) дважды: 
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Если внимательно рассмотреть рис. 3.1, то можно убедиться, что для 
четвертого участка балки дифференциальное уравнение упругой линии бу-
дет таким же, как и для пятого участка, только оно не будет содержать мо-
менты, действующие на пятом участке: 
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Интегрируем это уравнение дважды: 
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Имея уравнения (а), (б), (в) и (г), можно доказать, что при соблюдении 
правил составления дифференциальных уравнений упругой линии и их ин-
тегрировании постоянные интегрирования С и D для всех участков будут 
одинаковыми. 
Рассматривая уравнения (а) и (в) при х = d и считая участки плавно 
сопрягающимися, видим, что C5 = С4. К равенству С4 = С5 можно прийти, 
приравняв правые части уравнений (а) и (в). 
Аналогично, рассмотрев уравнения (б) и (г), получим  D5 = D4. 
 
Переходя последовательно от четвертого участка к третьему, а затем ко 
второму и первому, и рассматривая смежные участки при равенстве х = с,     
х =  b,  х  = а, можно убедиться, что постоянные интегрирования С5 = С4 = 
C3  = С2 = С1 = С , a D5 = D4 = D3 = D2 = D1 = D, т. е. они равны друг другу. 
Геометрический смысл постоянных интегрирования можно устано-
вить при рассмотрении уравнений углов поворота и прогибов для первого 
участка балки. Для первого участка балки имеем 
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ly = Cx+D. 
 
При x = 0; ;
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Здесь  0 и y0  - угол поворота сечения и его прогиб в начале координат со-
ответственно. Их принято называть начальными параметрами. Тогда урав-
нение прогибов для пятого участка примет вид 
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Уравнение (3.3) принято называть универсальным уравнением упругой 
линии, так как оно может применяться при любых расчетных схемах балок. 
В обобщенном виде универсальное уравнение упругой линии можно 
представить следующим образом: 
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где М0 и F0 - статические начальные параметры (момент и реакция в за-
делке). 
При необходимости определения углов поворота сечений методом на-
чальных параметров уравнение (3.4) нужно продифференцировать, тогда 
получим 
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Прежде чем пользоваться уравнениями (3.4) и (3.5), т. е. находить пе-
ремещения методом начальных параметров, необходимо найти начальные 
параметры  0,  y0, М0 и F0. 
Статические начальные параметры М0 и F0 находятся обычным спосо-
бом уравнениями статики. Начальные же параметры EI 0 и EIy0 определя-
ются по граничным условиям. 
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1. Если в начале координат балка имеет заделку (рис. 3.2), то EI 0 и 
EIy0 равны нулю, так как в заделке нет ни прогиба, ни угла поворота сече-
ния. Балка содержит статические начальные параметры в виде опорного 
момента в заделке М0 и реакции Р0. 
 
 
Рис. 3.2 
 
2. Балка опирается на две опоры (рис. 3.3), при этом слева от опоры A 
нет консоли. 
 
 
Рис. 3.3 
 
Для рассматриваемой балки граничными условиями будут значения x = 0; 
у = 0 и x = a + b; у = 0 − точки, прогибы в которых заведомо равны нулю. 
При x = 0; EIy0 = 0, т. е. первый начальный параметр равен нулю. При x= а + b 
имеем 
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Из этого уравнения найдем второй начальный параметр. 
 
1. Если двухопорная балка имеет на левой и на правой опорах консоли 
(рис. 3.4), то по граничным условиям составляют два уравнения упругой 
линии для рассматриваемой балки. Решая эту систему, находят начальные 
параметры. При x = а, у = 0 
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При x = a + b + c; y = 0 
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Рис. 3.4 
 
Решая совместно уравнения (ж) и (з), находят EI 0 и EIy0, которые 
входят в уравнение прогибов. 
В случае действия на каком-либо участке балки треугольной нагрузки, 
так же как и равномерно распределенной нагрузки, она должна быть про-
должена до конца балки, при этом вводится ее компенсирующая нагрузка 
(рис. 3.5, а, б) или только компенсирующая нагрузка (рис. 3.5, в, г). 
 
 
 
 
Рис. 3.5 
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Пример 3.1. На консольную балку (рис. 3.6) длиной l действует сосредо-
точенная сила F. Определить методом начальных параметров угол поворо-
та и прогиб в точке приложения силы F. 
 
Решение 
 
Начало координат принимаем в точке В . Ось x направляем вправо, ось 
y -  вверх. Поскольку в начале координат имеем заделку, начальные пара-
метры EI 0 и EIy0  равны нулю, т.е. сечение балки в точке В не имеет ни 
прогиба, ни угла поворота. Но в точке В будут действовать реакция В и 
опорный момент, т.е. балка содержит статические начальные параметры. 
Находим их: 
 y = 0; В - F = 0; В = F; 
 вm = 0; Fl - m = 0; m = Fl. 
 
 
Рис 3.6 
 
Рассекаем балку сечением и составляем уравнение упругой линии, ис-
пользуя метод начальных параметров. Слева от сечения действуют только 
m и В, поэтому уравнение имеет вид 
 
                                              6/2/ 32 BxmxEIy  .                                        (а) 
 
Подставляя значения m и В, получаем 
 
.
62
32 x
F
x
Fl
EIy   
 
Прогиб в точке A найдется при x = l: 
 
EI
FlFlFl
EI
y
A
362
1 333






 . 
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Угол поворота сечения в точке A найдем из уравнения (а), предвари-
тельно продифференцировав его: 
 
2
2
x
B
mxEI  . 
 
 
При x = l, 22
2
l
F
FlEI
A
 , откуда .
2
2
EI
Fl
A
  
 
Пример 3.2. Достроить эпюры прогибов и углов поворота для двутавровой 
балки № 30, если F = 50 кН; М = 80 кНм; a = 2 м; Е = 2 • 105 МПа; I = 1080см4 
(рис. 3.7) 
 
Решение 
 
Определим опорные реакции A и В. 
 
  0Am ; ;03  aBMFa  
 
3
1
3
6
80250
3





a
MFa
B  кН. 
 
м  0Bm ; 034  aAMaF ; 
 
3
1
53
6
802450
3
4





a
MaF
A  кН. 
 
Выбрав начало координат в крайней левой точке балки, составляем 
уравнение изгибающих моментов для наиболее удаленного от начала ко-
ординат участка балки: 
 
0)3()( axMaxAFxM
x
 ; 0)3( axM  = 1. 
 
Подставляем Mx в дифференциальное уравнение упругой линии: 
 
).()3( 0
2
2
axAFxaxM
dx
yd
EI   
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Рис. 3.7 
 
 
Полученное уравнение дважды проинтегрируем: 
 
                             ;
2
)(
2
)3(
22
0
axAFx
axMEI
dx
dy
EI

                       (а) 
 
                     .
6
)(
62
)3( 33
2
00
axAFxaxM
xEIEIyEIy



                    (б) 
 
В уравнения (а) и (б) вошли начальные параметры EI 0 и EIy0. Найдем их, 
используя граничные условия рассматриваемой балки. 
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Если задать х = а = 2 м, то мы попадем в левую опору A. Как извест-
но, в опоре нет прогиба, поэтому уравнение (б) можно записать в следую-
щем виде: 
 
                                    
6
2
20
3
00


F
EIEIy  .                                 (в) 
 
Вторым граничным условием для этой балки будет значение х = 4а = 8 м. 
В этом случае уравнение (б) запишется как 
 
                           
6
6
6
8
2
2
80
332
00






AFM
EIEIy  .                   (г) 
 
Решая совместно уравнения (в) и (г), находим начальные параметры EI 0 и 
EIy0. 
 
7
0
10353 EI  Н/см 2 ; 
10
0
1064 EIy  Н/см 2 . 
Уравнения для определения перемещений (а) и (б) будут следующими: 
 
;
2
)2(
2
)6(10353
22
7 
xAFx
xM
dx
dy
EI  
 
.
6
)2(
62
)6(
103531064
332
77 


xAFxxM
xEIy  
 
Пользуясь этими уравнениями, построим по участкам эпюру углов поворо-
тов сечений и эпюру прогибов балки: 
 
Для участка 1 )20(
1
мx  : 
 
2
10353
2
17
Fx
EI  ; 
6
103531064
3
1
1
710 FxxEIy  . 
При ,0
1
x  024,0
0
 рад , 5,4
0
y  см; 
,2
2
мx   009,0
2
 рад, 0
2
y . 
Для участка 2 (2м ≤ х2 ≤ 6м) 
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;
2
)2(
2
10353
2
2
2
27


xAFx
EI  
 
.
6
)2(
6
103531064
3
2
3
2
2
710 
xAFx
xEIy  
 
При ,6
2
мx   0847,0
6
  рад , 752,1
0
y  см. 
При ,4
2
мx   0042,0
4
  рад , 19,2
2
y  см; 
Для участка 1 )86(
3
мxм   имеем 009,0
8
 рад, 0
8
y  
Эпюры   и y представлены на рис. 3.7, г, д , соответственно. 
 
 
 
ГЛАВА 4 
 
Графоаналитический метод определения перемещений 
 
Известны дифференциальные зависимости 
 
Q
dx
dM
 ;      q
dx
dQ
 ;      M
dx
yd
EI 
2
2
;      
dx
dy
. 
 
Их можно представить следующим образом: 
 
EI
dx
dy
EI  ; 
M
dx
d
EI
dx
yd
EI 

2
2
; 
Q
dx
dM
dx
d
EI
dx
yd
EI 
2
2
3
3 
; 
q
dx
dQ
dx
Md
dx
d
EI
dx
yd
EI 
2
2
3
3
4
4 
. 
 
Из этих уравнений видно, что при известном законе распределения на-
грузки q к длине балки или ее участка можно последовательным интегри-
рованием получить законы распределения Q, Mx,   x, yx  и наоборот, зная 
уравнение изогнутой оси балки, путем последовательного дифференциро-
вания можно получить Qx, Mx,   x, qx.. Не всегда целесообразно строить 
полную эпюру прогибов или углов поворотов. Иногда бывает необходимо 
определить у или   только для характерных сечений. Это удобно делать 
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при помощи графоаналитического метода, смысловая сторона которого 
построена на сходстве дифференциальных зависимостей, связывающих 
прогиб и интенсивность сплошной нагрузки. 
Предположим, что мы имеем балку, загруженную произвольной на-
грузкой (рис. 4.1, а). Для этой балки эпюра моментов показана на рис. 4.1,б. 
 
 
Рис. 4.1 
 
Дифференциальное уравнение упругой линии балки будет выглядеть так: 
 
                                                      M
dx
yd
EI 
2
2
.                                              (4.1) 
 
Будем считать, что эпюра моментов (рис. 4.1, б) - это фиктивная на-
грузка для новой (фиктивной) балки, т.е. каждая ордината эпюры момен-
тов - какая-то условная нагрузка. Условно создадим для этой фиктивной 
нагрузки опоры  A' и B' и будем рассматривать эту схему как новую балку, 
для которой можно записать дифференциальную зависимость 
 
                                                                .
2
2
f
f
q
dx
Md
                                                     (4.2) 
 
В уравнениях (4.1) и (4.2) правые части одинаковы, следовательно, ле-
вые части можно также приравнять друг другу, т. е. 
 
                                                        .
2
2
2
2
dx
Md
dx
yd
EI
f
                                                       (4.3) 
 
Проинтегрируем левую и правую части этого уравнения дважды: 
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;
п
f
л
С
dx
dM
С
dx
dy
EI   
 
лпfпл
DxCMDxCEIy  . 
 
Если при интегрировании добиться, чтобы Сл = Сп и Dл = Dп, то получим: 
 
;
f
f
Q
dx
dM
dx
dy
EI         
f
MEIy  . 
 
Отсюда: 
 
                                                              ,
EI
Q
dx
dy f
                                                        (4.4) 
 
                                                                  
EI
M
y
f
                                                              (4.5) 
 
Из формул видно, что угол поворота в сечении действительной балки      
равен поперечной силе в том же сечении фиктивной балки, деленной на 
жесткость действительной балки, а прогиб сечения действительной балки 
равен изгибающему моменту в том же сечении фиктивной балки, деленно-
му на жесткость действительной балки, при условии, что Сл = Сп и Dл = Dп. 
 
Пример 4.1. Определить графоаналитическим способом величину прогиба 
и угол поворота сечения в точке приложения силы F (рис. 4.2). 
 
Решение 
 
Для данного нагружения балки реактивный момент будет равен mp = 
Fl, а вертикальная реакция заделки A = F. 
Строим эпюру моментов и принимаем ее за фиктивную нагрузку для 
фиктивной балки, которая имеет защемление в точке В. 
Фиктивный момент найдется как произведение площади фиктивной на-
грузки ω = (Fl • l) / 2 на плечо от центра тяжести ω до точки, в которой оп-
ределяется 
прогиб, т.е. 
3
2
l                      
33
2
2
1 3Fl
llFlM
f
 . 
 
Делим это выражение на EI  и получаем прогиб в точке B: 
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.
3
3
EI
Fl
EI
M
f
f
B
  
 
Величина прогиба совпала с результатами, полученными в главах 2 и 3. 
 
 
 
Рис. 4.2 
 
Поперечная сила в сечении В фиктивной балки численно равна пло-
щади всей треугольной нагрузки Q = -Fl / 2, а угол поворота сечения В 
действительной балки равен: 
.
2
2
EI
Fl
EI
Q
f
B
  
 
Пример 4.2. Определить для двухопорной балки (рис. 4.3) прогиб в точке 
приложения силы  F, действующей посредине пролета. 
 
Решение 
 
Известно, что для балки, приведенной на рис. 4.3, эпюра моментов пред-
ставляет равнобедренный треугольник (гл. 10.1) Наибольший момент ра-
вен Fl  •  lA. 
Примем эпюру моментов за фиктивную нагрузку балки, при этом на осно-
вании симметрии фиктивные реакции будут равны: 
 
162
1
24
2FllFl
BA
ff
 . 
 
Фиктивный изгибающий момент в точке приложения силы F найдется как 
момент, создаваемый реакцией Аf, и момент, создаваемый  ω / 2. 
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.
486
1
162166
1
22
1 322 FlFllFl
AM
ffc




 
 
Отсюда получим                    .
48
3
EI
Fl
f
c
  
 
Углы поворота на левой и правой опорах найдутся как 
 
.
16
2
EI
Fl
EI
Q
EI
Q
fBfA
BA
  
 
 
Рис. 4.3 
 
 
 
ГЛАВА 5 
 
Энергетический метод определения перемещений 
 
Обобщенным по сравнению с тремя предыдущими способами опреде-
ления перемещений является способ, построенный на использовании зако-
на сохранения энергии и потенциальной энергии упругой деформации; на-
капливаемой загруженным телом. 
Известно, что при действии на тело внешней нагрузки внутри его по-
являются противодействующие силы, и тело изменяет свою форму и объ-
ем, т. е. в теле происходят микро - и макроперемещения. 
Сила, действующая на тело, совершает перемещение вместе с частицами, к 
которым она приложена, следовательно, внешняя сила совершает работу. 
Эта работа трансформируется в потенциальную энергию упругой дефор-
мации, которая накапливается упругим телом. 
  23 
Пренебрегая тепловыми, электрическими и магнитными явлениями, про-
исходящими в теле, также считая, что система, невзирая на перемещения, 
находится в состоянии равновесия, можно сказать, что 
 
                                                           U = A р ,                                                 (5.1) 
 
т.е. потенциальная энергия упругой деформации тела равна работе внеш-
них сил на элементарных перемещениях, которые вызывают накопление 
этой энергии. В предыдущих разделах были найдены величины потенци-
альной энергии при деформациях - растяжении или сжатии, сдвиге, круче-
нии и поперечном изгибе: 
 
 при растяжении: 
                                                             ;
22
1 2
EA
lF
lPAU
p
                                      (5.2) 
 при сдвиге: 
                                                             ;
22
1 2
GA
lF
SPAU
p
                                     (5.3) 
 при кручении: 
                                                             ;
22
1
2
кр
кр
p
p
GI
lM
MAU                                   (5.4) 
 при изгибе: 
                                                          ;
22
1
2
изг
изг
EI
lM
MAU
p
                                    (5.5) 
 
Из приведенных формул видно, что потенциальная энергия упругой 
деформации во всех четырех случаях находится как половина произведе-
ния внешнего силового фактора (сосредоточенная сила или сосредоточен-
ный момент) на перемещение. 
Если заменить внешние силовые факторы какой-либо обобщенной ве-
личиной, например, обобщенной силой, а перемещение при любой дефор-
мации - обобщенной координатой, то все четыре выражения можно пред-
ставить как: 
                                                        2/FU  .                                               (5.6) 
Из формулы видно, что потенциальная энергия деформации численно 
равна половине произведения обобщенной силы на обобщенную коорди-
нату. 
Учитывая, что рассматриваются случаи определения перемещений в 
балках, испытывающих только поперечный изгиб, величина потенциаль-
ной энергии при изгибе в общем случае может быть найдена как 
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                                              dxM
EIEI
dxM
U 2
2
2
1
2
.                                  (5.7) 
 
Если же балка содержит несколько участков, то полная потенциальная 
энергия системы определится как сумма потенциальных энергий отдель-
ных участков: 
                                      .
2
...
22
22
2
2
1
EI
dxM
EI
dxM
EI
dxM
U n                          (5.8) 
 
Для определения перемещений в точке приложения силового фактора 
определяем потенциальную энергию упругой деформации системы. Полу-
ченное значение приравниваем к величине потенциальной энергии для 
общего случая. Из этого равенства находим перемещение искомой точки. 
Пример 5.1. Для жестко защемленной консольной балки, нагруженной со-
средоточенной силой F, найти перемещение точки приложения силы энер-
гетическим способом (рис. 5.1). 
 
 
Рис. 5.1 
 
 
Решение 
Находим величину потенциальной энергии упругой деформации сис-
темы, предварительно определив величину изгибающего момента в произ-
вольном сечении: 
M = - Fx; 
 
  
1
0
321
0
22
6
)(
2
1
2
1
EI
lF
dxFx
EI
dxM
EI
U . 
 
Обобщенная потенциальная энергия упругой деформации системы равна 
 
U = Fδ / 2. 
Приравниваем правые части полученных выражений: 
 
EI
lFF
62
32


 или 
EI
Fl
n
3
3
 . 
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Значение величины перемещения точки приложения силы F такое же, 
как при решении этой задачи тремя предыдущими методами. 
 
Пример 5.2. Для балки на двух опорах, нагруженной сосредоточенной си-
лой F, найти прогиб в точке приложения силы (рис. 5.2). 
 
 
Рис. 5.2 
 
Решение 
Находим реакции в опорах балки: 
 
 Am =  0; Fа - Вl; B = I / l; 
 Bm  = 0; А1-Fb = 0; А = Fb/l. 
 
Определяем изгибающие моменты на первом и втором участках балки: 
 
111
x
l
Fb
AxM  ; 
222
x
l
Fb
BxM  . 
 
Находим величину потенциальной энергии упругой деформации балки: 
 
.
6
)(
62
2
1
2
1
2
1
2
1
222
2
222
0 0
2
22
22
2
12
22
0
2
2
2
0 0
1
0
2
2
2
1
EIl
baF
ba
EIl
baF
x
EIl
aF
dxx
EIl
bF
dxx
l
Fa
EI
dxx
l
Fb
EI
dxM
EI
dxM
EI
U
a b
ba ab














 
 
 
Зная, что потенциальная энергия упругой деформации в общем случае 
равна U = Fδ /2, находим 
.
62
222
EIl
baFF
c 

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Отсюда получим 
EIl
bFa
с
3
22
 . 
Если сила F приложена посредине пролета a = b = l / 2, то величина 
прогиба балки равна: 
.
483
)2/()2/( 322
EI
Fl
EIl
llF
с
  
 
 
 
ГЛАВА 6 
 
Теорема о взаимности работ 
 
Понятие о потенциальной энергии упругой деформации позволяет ус-
тановить следующую зависимость между деформациями в различных се-
чениях балки. 
 
Рис 6.1 
 
Пусть консольная балка последовательно нагружается сосредоточен-
ными силами F1 и F2 (рис. 6.1, а). От действия силы F1 точка ее приложе-
ния переместится на величину y11 (первый индекс означает, что перемеще-
ние сходит по направлению силы F1). Теперь приложим в каком-то произ-
вольном сечении силу F2. Точка ее приложения переместится на величину 
y22, а точка приложения силы F1 и F2 на величину y12. Полная работа от 
действия сил F1 и F2 на балку будет состоять из трех частей: 
 
  27 
 работа силы F1  на перемещении y11 
 
;2/)(
1111
yFA   
 
 работа силы F2  на перемещении y22 
 
;2/)(
2222
yFA   
 
 работа силы F1  на перемещении y12 
 
.
1213
yFA   
 
Накопленную в балке потенциальную энергию упругой деформации 
найдем как сумму этих работ: 
 
.
22
121
222111 yF
yFyF
U                                    (6.1) 
 
Правая часть третьей работы A3 = F1y12 не делится на два, потому что 
здесь работа производится уже приложенной к балке силой F1, не меняю-
щей своего значения на перемещении, вызываемом второй силой F2. 
Теперь повторим рассуждения, но порядок приложения сил изменим 
на обратный (рис. 6.1,б). 
Прикладываем первоначально к балке силу F2,  которая вызовет пере-
мещение точки ее приложения - y22. Затем приложим силу F1, вызывающую 
перемещение точки ее приложения на величину y11, а точка приложения 
силы F2 переместится на величину y21. 
 
Работы, создаваемые силами F2 и F1: 
 
;
2
1
'
1111
yFA   
;
2
1
'
2222
yFA   
.
2
1
'
2123
yFA   
 
Потенциальная энергия, накопленная системой, будет равна 
 
.
22
212
222111 yF
yFyF
U   
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Количество энергии, расходуемое на деформацию системы, зависит от ко-
нечных значений сил и прогибов и не зависит от порядка нагружения. По-
этому приравнивая правые части уравнений, получим 
 
.
212121
yFyF   
 
Это теорема о взаимности работ, которая формулируется следующим 
образом: работа первой силы F1 на перемещении, вызванном второй силой F2, 
равна работе второй силы F2 на перемещении, вызванном первой силой F1. 
 
 
 
ГЛАВА 7 
 
Теорема Кастельяно 
 
В 1875г. итальянским ученым Кастельяно была предложена теорема 
для определения прогибов и углов поворота сечений балок и других упру-
гих систем, основанная на вычислении потенциальной энергии деформации. 
Предположим, что имеется упругая система в виде балки на двух опо-
рах (рис. 7.1), нагруженной произвольной нагрузкой N и некоторой обоб-
щенной силой F. 
 
 
Рис. 7.1 
 
Определим потенциальную энергию, накапливаемую в балке от дей-
ствия сил N. Порядок нагружения системы примем следующий. Вначале 
нагрузим балку обобщенной силой F, при этом точка ее приложения пере-
местится на величину yPP. Затем прикладываем нагрузку N, которая вызо-
вет перемещение, от приложения силы F на величину yPN. Полное переме-
щение точки приложения силы F составит: 
 
.
PNPPP
yyy                                               (7.1) 
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Потенциальная энергия упругой деформации рассматриваемой системы, 
равна работе внешних сил, 
.
2
1
NNPNPP
UFyFyU                                    (7.2) 
 
где UNN - потенциальная энергия, накопленная системой в результате дей-
ствия сил N, численно равная работе сил N на вызванных ими перемеще-
ниях. 
Величину перемещения yPP можно представить как произведение еди-
ничной силы F  = 1 на удельное перемещение δPP. Принято считать еди-
ничные силы F  = 1 и пары сил M = 1 величинами безразмерными, тогда 
 
yPP = FδPP .                                                                                     (7.3) 
 
Введем это значение перемещения в уравнение (7.2), при этом 
 
.
2
1 2
NNPNPP
UFyFU    
 
Дифференцируя уравнение по силе, получим 
 
;
PPNPPPNPP
yyyyF
P
U



                             (7.4) 
F
U
y
P


 . 
Из формулы видно, что перемещение точки приложения обобщенной 
силы по направлению ее действия равно частной производной от потенци-
альной энергии системы по этой силе. 
Учитывая, что в общем случае упругая система может одновременно 
воспринимать растягивающие, сжимающие, сдвигающие, крутящие и из-
гибающие нагрузки, потенциальную энергию, накапливаемую системой, 
найдем как 
.
2222 1
2
изг
1
2
кр
1
2
1
2
 
EI
dxM
GI
dxM
GF
dxQ
EF
dxN
U
P
                        (7.5) 
 
Применяя правило дифференцирования по параметру, получим 
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1
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    (7.6) 
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Пренебрегая влиянием осевых и поперечных сил и крутящего момента 
на величину перемещения, получим 
 







1 F
M
EI
Mdx
F
U
y
P
.                                           (7.7) 
 
В случае, если нужно определить угловое перемещение в точке систе-
мы, где приложен обобщенный момент, частная производная от потенци-
альной энергии системы берется по обобщенному моменту: 
 







1
00 M
M
EI
Mdx
M
U
 .                                          (7.8) 
 
Если же линейное или угловое перемещение ищем в точке, где не дей-
ствует обобщенная сила или обобщенный момент, то в этой точке необхо-
димо приложить  фиктивную силу или фиктивный момент и вводить их в 
выражение для потенциальной энергии. Производная берется по этой фик-
тивной силе или фиктивному моменту. В конечном результате, для опре-
деления перемещения значения фиктивных нагрузок принимаются равны-
ми нулю. 
 
Пример 7.1. Определить прогиб и угол поворота сечения в точке прило-
жения сосредоточенной силы консольной балки (рис. 7.2, а, б). 
 
Рис. 7.2 
 
 
Решение 
 
Находим величину изгибающего момента в произвольном сечении балки 
 
M = -Fx 
  31 
и потенциальную энергию, которая создается в балке силой F: 
 
 


1 1
22
.
2
)(
2 EI
dxFx
EI
dxM
U  
 
Определяем величину линейного перемещения точки А, используя теорему 
Кастельяно: 
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так как x
F
M



. 
Находим угол поворота сечения балки в точке А, для чего приложим в 
точке А реактивный момент М0 (рис. 7.2, б), заведомо равный нулю, и най-
дем величину изгибающего момента М от всех нагрузок, действующих в 
сечении при: 
М= -Fх - М0;  .1
0



M
M
 
 
Находим угол поворота в точке А: 
 
 
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





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M
U
A
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Пример 7.2. Для двухопорной балки, загруженной равномерно распреде-
ленной нагрузкой q, определить прогиб посредине пролета (рис.  7.2, в, г). 
 
Решение 
 
Опорные реакции на основании симметрии балки равны 
 
A = B = ql / 2. 
 
Опорные реакции от фиктивной силы F0 = 0 равны F0 / 2. 
 
Найдем величину изгибающего момента в сечении с учетом фиктивной 
силы: 
;
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ГЛАВА 8 
 
Теорема Максвелла – Мора 
 
В предыдущей главе получены выражения для определения линейного 
и углового перемещений 
;
1




F
M
EI
Mdx
y                                                             (а) 
 
;
1 0




M
M
EI
Mdx
                                                            (б) 
 
Выдающимся английским ученым Максвеллом и немецким ученым 
Мором был одновременно предложен новый способ определения переме-
щений yА и  А,  который состоит в том, что частные производные ∂М / ∂F и 
∂М / ∂М0 заменили действием в искомом сечении единичной силы F = 1 и 
единичного момента M  =1. 
Следовательно, перемещение по теореме Максвелла - Мора может опреде-
ляться интегралом в виде 
 
 dx
EI
MM 0
 ,                                                  (8.1) 
 
где М - изгибающий момент в сечении от внешней нагрузки; 
 М 0  - единичный момент от единичной силы или от единичного момен-
та в зависимости от того, какое перемещение определяется - линейное или 
угловое. 
Пример 8.1. Для консольной балки, нагруженной на конце сосредоточен-
ной силой, определить в точке приложения силы линейное и угловое пере-
мещения (рис. 8.1, а, б, в). 
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Рис. 8.1 
 
 
Решение 
 
Для определения перемещении yА  и  А построим две дополнительные 
схемы б и в и приложим на конце ее единичную силу 
0
F = 1 и единичный 
момент 
0
M = 1. 
Найдем изгибающие моменты в произвольном сечении: 
 
;FxM    ;0 xM
P
   .10 
M
M  
 
Используем формулу (8.1)  для определения перемещений yА  и  А: 
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Пример 8.2. Для двухопорной балки, нагруженной посередине пролета со-
средоточенной силой F, определить прогиб в точке приложения силы С, 
пользуясь интегралом Мора (рис. 8.2). 
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Рис. 8.2 
 
Решение 
 
Построим дополнительную схему балки и приложим посредине про-
лета силу F  = 1. Опорные реакции основной и дополнительной схем соот-
ветственно равны:  
А = В = F / 2 и А' = В'= 1 / 2. 
 
Найдем изгибающие моменты в произвольном сечении: 
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Коэффициент 2 перед интегралом введен в выражение ввиду того что 
балка содержит два одинаковых участка. 
 
 
 
ГЛАВА 9 
 
Правило Верещагина 
 
В 1924 г. А. К. Верещагин предложил более простой способ вычисле-
ния интеграла Мора: 
  .
1 0
0
dxMM
EI
dx
EI
MM
                                    (9.1) 
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Проанализируем подынтегральное выражение  .
0dxMM  
Поскольку единичная нагрузка бывает обычно сосредоточенной силой 
или парой сил, то эпюра от единичной нагрузки всегда ограничена прямой 
линией, а вычисление  dxMM
0
 при любом очертании эпюры моментов от 
внешних сил можно производить следующим образом. 
 
 
Рис. 9.1 
 
Пусть эпюра M имеет криволинейное очертание (рис. 9.1, а), а эпюра 
от единичной силы М 0 - прямолинейное (рис. 9.1, б). Произведение Mdx 
можно рассматривать как элементарную площадь эпюры М 0 - dω. 
Ордината эпюры М° в этом же сечении равна: 
М 0 = х tg α., 
 
а произведение равно 
 tgxdMdxM 0 . 
Тогда весь интеграл 
 
 

 xdtgdxMM 0  
представляет собой статический момент площади эпюры М относительно 
прямой АВ, умноженной на tgα. Но статический момент 

xd  можно  
представить как 

xd  = 
c
x , тогда    tgxdxMM c
0  
Произведение  0
Cc
Mtgx  , где 0
C
M  - ордината на эпюре моментов от еди-
ничной силы под центром тяжести эпюры М. 
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Тогда интеграл принимает вид:  
00
C
MdxMM  . 
 
В итоге интеграл Мора запишется в виде 
 
.
0
EI
M
C

                                                   (9.2) 
 
Для определения перемещения по правилу Верещагина необходимо 
знать площадь эпюры моментов от внешней нагрузки и найти положение 
ее центра тяжести. Если эпюра моментов имеет сложную конфигурацию, 
то ее разбивают на простые площади ω1, ω2 …, ωn и находят положение 
центров тяжести для каждой площади. Строится эпюра моментов от еди-
ничной силы или единичного момента, в зависимости от этого определяет-
ся y  или  . Под центром тяжести эпюр моментов от внешней нагрузки бе-
рутся ординаты на эпюре моментов от единичных силовых факторов. 
Сумма произведений 
0
C
M , отнесенная к жесткости рассматриваемого 
элемента, даст перемещение в рассматриваемой точке. 
 
Пример 9.1. Найти перемещение точки приложения сосредоточенной си-
лы в консольной балке (рис. 9.2). 
 
Решение 
 
Строим эпюру моментов от силы F (рис. 9.2,б) и определяем ее площадь 
 
ω = 1 / 2Fl · l. 
 
Строим эпюру моментов от единичной силы F   = 1. Эта сила прикла-
дывается в точке, в которой ищется перемещение по направлению дейст-
вия заданной силы F   (рис. 9.2, в). Ордината под центром тяжести эпюры 
М на эпюре моментов от единичной силы равна М = (2 / 3)l, тогда переме-
щение точки будет равно: 
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Таким образом, мы получим тот же результат, что и при решении этой 
задачи в предыдущих шести случаях 
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Рис. 9.2 
 
Пример 9.2. Для консольной балки, нагруженной сосредоточенной силой 
F, сосредоточенным моментом М и равномерно распределенной нагрузкой 
q, определить прогиб yА и угол поворота   концевого сечения по правилу 
Верещагина (рис. 9.3). 
 
Решение 
 
Строим эпюры изгибающих моментов от внешней нагрузки F, М и q, 
от единичной силы F  = 1 и единичного момента M = 1. 
Определяем прогиб в точке А: 
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и угол поворота концевого сечения балки 
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На рис. 9.3, б-е показаны соответственно эпюры моментов от сосредо-
точенной силы F, сосредоточенного момента М, равномерно распределен-
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ной нагрузки q, единичной силы F  = 1 и единичного момента M  = 1. При 
использовании правила Верещагина приходится оперировать площадями 
эпюр и положениями центров тяжести эпюр изгибающих моментов, кото-
рые могут быть самыми различными. 
Ниже приводятся схемы часто встречающихся балок, их эпюры и по-
ложения центров тяжести. 
 
 
Рис. 9.3 
 
При использовании правила Верещагина приходится оперировать 
площадями эпюр и положениями центров тяжести эпюр изгибающих мо-
ментов, которые могут быть самыми различными. 
Ниже приводятся схемы часто встречающихся балок, их эпюры и по-
ложения центров тяжести. 
В схемах, показанных на рис 9.4, ω означает площадь эпюры момен-
тов, а  f – наибольший изгибающий момент на соответствующей эпюре 
моментов. 
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Рис. 9.4 
 
 
ГЛАВА 10 
 
Применение численного интегрирования по методу Симпсона  
для вычисления перемещений 
 
Применение формул численного интегрирования не требует расслое-
ния  эпюр.  В  том  случае,  когда  ось  стержня в пределах каждого участка  
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прямолинейна и жесткость EIx  постоянна, разбиение участка [0, l] можно 
провести на два интервала длиной h= l/2 и формула Симпсона для равно-
мерно распределенной нагрузки дает точное значение интеграла Максвел-
ла − Мора; 
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Оказывается необходимым знать всего три значения изгибающих мо-
ментов 
F
M , 
K
M : в начале участка (z = 0), в середине 






2
1
z  и в конце 
участка (z = l). Для эпюр в форме квадратичной параболы интегрирование 
по формуле Симпсона даѐт точные значения. 
 
Пример 10.1. В качестве примера рассмотрим определение прогиба посе-
редине пролета балки (рис 10.1, a). .constEI
x
  
 
Решение 
 
Сначала определяем опорные реакции и строим грузовую эпюру 
F
M  
(рис 10.1, б). Всю длину балки разбиваем на два участка и вычисляем зна-
чения изгибающего момента посередине каждого участка: 
 
 
 
Рис. 10.1 
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В направлении искомого прогиба прикладываем единичную силу K = 1 
и строим единичную эпюру изгибающего момента 
K
M  (рис. 10.1, в, г). Из 
подобия треугольников легко определяются соответствующие ординаты 
посередине каждого участка. Затем по приведенной выше формуле опре-
деляем искомый прогиб: 
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При действии равномерно распределенной нагрузки на исследуемом 
участке получаемые значения перемещений по этой формуле абсолютно 
точны.  
 
Пример 10.2. Решим задачу методом единичной нагрузки (Максвелла – 
Мора) с применением правила Верещагина.  
 
Решение 
 
Эпюра изгибающих моментов показана на рис. 10.2 б). На втором и треть-
ем участках разбиваем эпюру на простые слагаемые (рис. в)).  
Получаем такие площади: 
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Прикладываем в точке B силу 1 (рис. г)). Соответствующая («единич-
ная») эпюра моментов M  показана на рис. г. Ординаты этой эпюры, соот-
ветствующие центрам тяжести найденных выше площадей 1 ,…, 5 , име-
ют такие значения: 
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Рис. 10.2 
 
 
aM
4
3
1

,     
aM
4
3
2

,     
aM
6
5
3

,     
aM
3
2
4

,     
aM
3
1
5

,    
aM
6
1
6

. 
 
Искомый прогиб в точке B: 
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Знак минус означает, что точка B перемещается не вниз, как была на-
правлена сила 1, а вверх. Для определения угла поворота в точке A прикла-
дываем здесь момент, равный 1 (рис. д)), и строим соответствующую эпю-
ру изгибающих моментов M . 
 
Получаем: 
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Знак плюс в полученном результате означает, что поворот оси бруса в точ-
ке A происходит в том же направлении, в каком действует приложенный 
момент 1 , т. е. по часовой стрелке. 
 
Покажем также вычисление A  по формуле Симпсона: 
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(l – длина участка). Вычисляя (см. рис. б) и е)), находим: 
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